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DMO02 — Ugeseddel 4

@velsesopgaver 23/9, 24/9 og 25/9

1. Cormenetal. 2.3-3
Brug matematisk induktion til at vise aknn er en potens af 2, dva. = 2%, sa
har fglgende rekursionsligning

lgsningenl’(n) = nlg(n)
Basisn =2 =2',dvs.k =1

T(2)=2=2x1=2Ilg(2)
Vi ser at basistilfeeldet holder.

Induktion n=2% k> 1
AntagerT'(n) = nlgn for k > 1.
Viser fork +1:

T(n) = ZT(%) +n
k+1
(n = 26+1) — 2T(T) 4ok

= 2T(2%) 4 2~*!
(vedind. ant) = 2(2F1g(2F)) + 2~ +1

—_ 2k+1lg(2k) + 2k+1

— 2k+1klg(2) + 2k+1

= 2P 1EIg(2) + 2FH!

— 2k+1k + 2k+1

= 2"k +1)

— 2k+1lg(2k+1)

Alts& har vi vist atl'(n) = nlg(n) for allen = 2* hvork > 0.

Det eneste specielle ved dette induktionsbevis sammenlignet med tidligere op-
gaver, er at vi her laver induktionen oveng ikke overn som vi hidtil har veeret
vant til.

2. 2.3-5
Skriv en iterativ eller rekursiv pseudokode for binger sggning.
Argumengér for at worstcase karetiden®flg(n)).

Farst et eksempeBpen rekursiv implementering:
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BinarySearch(A, 0, Length[A], key) \\farste kald til funktionen

BinarySearch(A, start, end, key)
if start == end
if Alstart] == key
return start
else
return -1

m := floor[(end + start)/2]

if key > A[m]

return BinarySearch(A, m+1, end, key)
else

return BinarySearch(A, start, m, key)

og s et eksempel®en iterativimplementering:

BinarySearch(A, key)
start ;= 0
end = Length[A]

while (end-start > 0)
m := Floor[(end+start)/2]
if (key > A[m])
start := m+1
else
end (= m

if ( Alstart] == key )
return start

else
return -1

Bemeerk at vi her bruger veerdien -1 som en returveerdi der angiver at ngglen

'key’ ikke findes i arrayet.

Karetid
Vi opskriver rekursionsligningen for worst case:

{ 1 ,n=1
T([5])+6() ,ellers

Vi kan se at rekursionen ender i basistilfaeldat wi har deltn i to sA mange

T(n) =

gange at bliver 1. Spgrgsialet er nu, hvormange gange kan vi hgjst dele et

array i to?
Svaret eflogz(n)

Formelt kan vi beregne kgretiden for rekursionsligningen ved at bruge Master

Theorem (Cormen s. 62, 73), da vi kan genkefige) som en ligning  formen

T(n) = aT(%) + f(n)

2
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Hvora =1,b=2, f(n) = 6(1).
Vi udregner dap'°g (@)

nlogs(a) — plogy(1) — 0 _ 1
og herfra giver Master Theorem resultatet:
= f(n) € O(n'& ) = 9(1)
= T(n) € O(n"*ig(n)) = O(lg(n))

3. 2.3-6.
(udeladt med vilje)

4. Bevis, atn! € w(2") ogn! € o(n™).
Det er lettest at udregne graensevaerdierneg—%r som og tjekke resultatet med

definitionerne for asymptotisk notation beskrevatgeseddel 2.
Farst viser vi at! € w(27):

! n-(n—1)- 2-1
1 7:1 =
el e 2.2.....2.2 e
Derneest! € o(n™) :
! -1)- 2.1
TN T 0 Gl —0
n—oo 2T n— 00 n-m-...-n-n

5. Cormen et al. 3.1-7.
Bevis ato(g(n)) Nw(g(n)) = 0.
Bruger definitioner po ogw fra Cormen s. 48:

o(g(n)) = {f(n) :Ve>0:3n9g>0:0< f(n) <cg(n),Vn > no}

w(g(n)) = {f(n) :Ve>0:3n9>0:0<cg(n) < f(n),¥n > no}

Vi antager til modstrid at vi har en funktiofin) som tilhgrer Bdeo(g(n)) og

w(g(n))

f(n) €o(g(n)) © 0< f(n) <cg(n),¥er,n > nq
f(n) €w(g(n)) & 0 <cg(n) < f(n),Vez,n > ny

Altsa skal der geelde, for > maz(nq,ns) itilfeeldet forc; = co :

c19(n) < f(n) < c1g9(n)

Altsa har vi enModstrid, da f(n) ikke ade kan veere skarpt stgrre og skarpt
mindre end c g(n).
Altsa har vi vist at meengden er tom.
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6. Cormenetal. 3-44a,d,f, g, h
Bevis eller modbevis hvert af falgende udsagn:
a)f(n) = O(g(n)) = g(n) = O(f(n))
d)f(n) = O(g(n)) = 2/ = 0(29)
f)f(n) = O(g(n)) = g(n) = Q(f(n))
9)f(n) = O(f(%))
h)f(n) +o(f(n)) € ©(f(n))

Enten skal bevises vha. definitionerne i Cormen (eller fra ugeseddel 2) at ud-
sagnene er eviggyldige, eller égskal der findes et modeksempel.

a) Modstridseksempef(n) = n og g(n) = n?

Udregner graenseveerdierne
.n 9
lim — =0<o0o=nec0(n)

n—oo M

n2
lim — =oco=n?¢ O(n)

n—oo M
Altsa er udsagnet FALSK.
d) FALSK
f) SANDT
g) FALSK
h) SANDT



