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DMO02 — Opgaver fra ugeseddel 10

@velsesopgaver 10/11, 11/11, 12/11 og 13/11

1. Cormen 21.1-2

Vis at efter alle kanter er blevet behandletGHNNECTED-COMPONENTS Vil
to knuder veere i samme saet hvis og kun hvis de er i samme sammenhangskom-
ponent.

Definition 'SammenheengskomponentB.4 s. 1082
Sammenhaengskomponenter er defineret ved 'is reachable from’ rela-
tionen over knuderne i grafen. Dvs.’is reachable from’ hvis og

kun hvis:

IH(v1,v2), (v2,v3),. .., (Vk—1,0%)} C Elvr =z Avp =y
Vi kan omformulere saetningen vi gnsker at vise til:

FIND-SET(z) = FIND-SET(y) < 3{(v1,v2), (v2,v3), ..., (Vk—1,v%)} C Elv1 = zAvp, =y

Beviset er i to dele, et for hver vej af afhaengigheden
=

Vi bemaerker fgrst aUNION(X,y’), i linie 5 i koden, kun udferes
hvis der er en kant fra x’ til y’. Beviset for=" er ved induktion over
antallet af knuder i seettét, |.S|.

Induktionsantagelse

Der er en sti mellem alle knuder som er i samme seet, dvs.

x,y er i samme saet der er en sti frac til y.

Basis

|S| = 2,8 = {z,w}, dvs.S er lavet vedUNION(z,w) sa der er en
kant(z,w) € E, altsa er der en sti (bedénde aén kant) fraz til w.

Induktion

S| > 2,8 =5US8y = {z,...,w1,29,...,w2}, hvor S er lavet
ved enUNION(z1,22), hvorvy € S = {vy,..., w1} 0Quy € Sy =
{1}2, N 7w2}.

Ved induktionsantagelsen er alle knuder i hBy, S; forbundet af en
sti, og da der er en karft, v2) € E, sa de to sammenhaengskompo-
nenterSy,S; bliver forbundet, kan vi konkludere at alle knudes er
forbundet af en sti.

x,y er i samme saet der er en sti frac til y
Der er en sti frac til 3, dvs.

3{(0171}2)7 (’U27U3)3 sy ('Uk_17'Uk;)} g E|Ul =T /\Uk =Y

Dvs. at rar UNION gentages for hver kant, vil der dgadfgresJNION(vy, vg),
UNION(v2,v3), . - .,UNION(vx_1, vk ), SAledes at alle knuddwy, . .., vx }
kommer i samme seet x, y kommer i samme saet.
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2. Cormen 21.1-3

Under karslen alCONNECTED-COMPONENTSpa en ikke-orienteret graff =
(V, E) medk sammenhaengskomponeneter,

e Hvormange gange kald€sND-SET?
e Hvormange gange kaldésNiON?

FIND-SET
For hver kant laves to kald tFiIND-SET i linie 4 = 2|E|

UNION

For hver ny knude i kantmaengden kaldésioN én gang, farste gancander

er opdaget to nye knuder, minus antallet af sammenhaengskomponenter -1 (den
farste har vi allerede taget hgjde fox)|V| -1 - (k- 1) = |V| - k

3. Opgave 2 fra ugeseddel 10
Skriv en iterativ version aFIND-SET fra side 508.

FIND-SET(x)
1 L« ( 1> initialiserer tom liste
2 vz
3 while v # p[v]
4 do > tilfgj knuden til listen og forsaet op i traeet
5 ADD(L,v)
6 v «— p[v]
7 foreachye L
8 do > Path-Compression
9 ply] < plv]

10 return plv]

4. Opgave 3 fra ugeseddel 10
(Udeladt med vilje)

5. Opgave 4 fra ugeseddel 10
Vis at rangen af en knude er en gvre greense for dens hgjde.

Definition 'Height of a node in a tree’ s. 1088

Height(xz) = The number of edges on the longest simple downward
path fromzx to a leaf.

Height(x) = 0if x is a leaf.

Beviset er ved induktion over antallet af knuder i traeet.

Basisn =1
For et tree bediende aén knude er rang lig 0, og hgjde er lig®-.rang< hgjde.
OK

Induktion n >1

Givet et treet sammensat velINK (z, y). For hvert undertrae,y geelder induk-
tionsantagelsen rank height.

Vi ser pa to tilfeelde:

I: rank(z) > rank(y)
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y seettes under, sax bliver rod i det nye trag.
Rank aendres ikke.

Height(x) = max{Height(x), Height(y) + 1}
max{Height(z), rank(y) + 1}
Height(x) , darank(y) + 1 < rank(z) < height(x)

IA

II: rank(z) = rank(y)

x seettes undey, rank(y)’ — rank(y) + 1.

Height(y) = max{Height(y), Height(z) + 1}
< max{rank(y),rank(z) + 1}
= rank(z)+1
)
rank(y)’ < Height(y) = rank(z) + 1

6. Cormen 21.3-1
(udeladt med vilje)

7. Cormen 21.3-3
(udeladt med vilje)

8. Cormen 21.4-2
(udeladt med vilje)

9. Cormen 21.4-4
(udeladt med vilje)

10. Eksamen Juni 1997 opgave 3
(udeladt med vilje)



